Punten, Vectoren in deR"
Punten:
a=(aj,ay,...,an), b=(by,by,...,bn)

Vectoren:
a={(ag,an,...,an), b=(bq, by, ..., bp

lengte van a :

|a|=\/a%+...+a%

afstand tussenaenb:
|a— Db :\/(al— b2+ ...+ (an— bp)?

limieta — b:

a—>boag—ob, Vi=1...,n
< la—bl— 0

IXx—al <k of (x{—ap)%+ ..+ (Xn—an)?
< k?

bol om a, straalk



iInprodukt vana en b
a-b=ajbq+ayby+... 4+ anbn

a-b=0: aloodrechtofb (a_L b)

Theorie:
a-a=|al’, a-b=b-a

a-(b+c)=a-b+a-c
Als ¢ de hoek Is tusseaenb dan :
a-b=|a| |b| cosp



Uitwendig product
a=(aj,ap,az) b= (bq, by, bs)

ax b= (a2b3 — a3b2 , a3b1 — a1b3 ,
aihy — aphy)

axb 1L aenb “rechte hand regel”

Theorie:

lax bl =|al-|b|-sing

opperviak parallelogramm

[a- (bx c)| =

volumen van “blok”



13.1, 13.2, Vector functies

Gegeven de afbeelding:

r: [o, 8] > R3

t — = (1), g, h®)
geparametriseerd kromme:
r (t) heet (ruimte) kromme, parameter

Interpretatie: r(t) is plaats van 'deeltje’
ten tijdet.

Def. r(t) heet continu ald (t), g(t), h(t)
continu zijn.



Def. Afgeleide varr (t):
dr, . . rt+h—r(
a- W= I’IITO h

r’(t): afgeleide vam(t) int.

Geometrisch: (mitsr’/(t) # 0)
r’(t) is raakvector aan(t) in t:
r'(t)
r’(t)]

'genormeerd’ raakvector

T(t) =

Berekening vanr’(t):

r'(H) = (f'(1), g'®, h'(D)

Def. r:[a, f] > R
heet’'gladd’ (continu diff.baar) als geldt:

r’(t) is continu op §, B] en
r’(t) # 0 voor allet e (a, B).



Rekenregels:

1. [u®) +v®] =u ) + V@)

3. [f(MHu®)] = f'(Hut) + fFu'(t)
4. [u@®)-v(t)]’ = u'(t)-v(t) + u(t)-v/'(t)
6. [u(f(t)]" = f'(t) U (f (1))

Integraal vanr(t) = ( f(t), g(t),h(t)):

B B
/r(t)dt:/ (f(1), g(t), h(t)) dt

B B B
::(/ f(t)dt,/ g(t)dt,/ h(t) dt)

Formula: raaklijn “aan r(t)”in r(tg)

£(t) =r(to) +tr'(to)



13.4 Beweging in de ruimte
Interpretatie : r(t) = (f(t), g(t), h(t))

r{): plaats van 'deeltje’
(t tijd)
r'(t) = v(t) : snelheid van 'deeltje
Ir’' ()] : absolute snelheid (speed)

r’’(t) = v/(t) = a(t) : versnelling van 'deeltje’

Opgaven:
¢ 13.1:26, 13.2: 27,13.4: 9



14.3, 14.4 Functies van meerdere

variabelen
Def.
f - DcR" > R
X=(X1,...,%X1) =& w= f(Xq,...,Xn)

D heet domain,

B:={w= f(X)| xe D} hetbeeld
Begrippen:

e grafiek, niveauverzameling van f
e continuiteit

e partiele afgeleiden, differentierbaarheid

Voorbelden partiele diff.vergelijkingen:
Laplace V. uxx+uyy=0, u(x, y)
Golf V: Ut = a2Uxy . u(x, t)
Diffusie V: ut = aUxy, u(x, t)



raakvlak, lineaire approximatie
Def. f:R?— R, fx, fycontinu.

L(X,y) = f(Xo0, Yo) + fx(Xo, Yo) (X — Xo)

+ fy(Xo, Yo) (Y — Yo)
heet raakvlak aarz’= f (X, y)'in (Xg, Yo)
of in (Xg, Yo. Zg) metzg = f(Xo, Yo)

Geometrisch: L(Xx, y) Is lineare 'ap-
proximatie’, die in(Xg, yo) met f, fx, fy
‘overeenstemt’.

totaal differentiaal: Stelz= f(X,y)
IS diff.baar.

df = fx(x,y)dx+ fy(X,y)dy
heet(totaal) differentiaal



Kettingregel. (Algemeen)

Gegeven diff.bare functies
U=U(Xq,...,Xn) , Xj=Xj(t1,...,tm)
Dan is de samengestelde functie
U=u(ty,...,tm) =uX(t), ..., Xn(t))
diff. baar met

ou du oxq ou  0Xn
- . 4+ ...+ .
ati  9Xq ofj 0Xn Of;

voori=1,....m
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Impliciet differenti éren: F diff.baar
Losop F(x,y) =0als

FOX,y(x)) =0  ?y(X)
Th. Als F(a,b) =0enFy(a,b) #0

dan bestaat er ronda, b) ’ de functie
y(xX) mety(a) =b, F(X, y(X)) =0en

%’__B dy Fx(a, b)
dx  Fy dx' = Fy(ab)

Losop F(X,y,z) =0 als
F(X,%,2(x,y)) =0 ?z(x.y)

Th. AlsF(a,b,c)=0enF;(a,b,c) #0
dan bestaat er 'ron¢h, b, c)’ de functie
Z(X,¥): z(a,b)=c, F(X, Y, z(X, y))=0,

0Z Fy 0Z Fx(a, b, )

e _ X of ZZ _

OX F, 0 ax(a’ ) F,(a, b, )
F Fy(a, b

iz_ Py 3_Z(a’b):_ y(a, b, C)

ay FZ ay FZ(a’ b7 C)



14.6 gradient, richtingsafgeleide

Gegeven diff.baaf (x), X=(X1,...,Xpn)
gradient:

VIX) = (T, (X), ..., Tx,(X))
richtingsafgeleide:
f(X+4+ hu) — f(X)

Dyf(X) = lim

ut () h—0 h
alsu=(uq,...,un) metjul =1
Regel:

Duf(x) = VI(x)-u
= fx, (U1 + ...+ fx,(X)un
15 Theorem
De ’stijging’ Dy f (X) Is maximaal voor
o V1(X)
VX
met max-waard®y f (X) = |V (X)]

(alsVf(x) #0)
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Geometrisch: Gegeven het punt
P = (Xo, Yo, Zp) in de niveauverz.

N:={(X,y,2) | F(X,¥,2) =Kk} .
Dan geldt inP

VFE(P) L N

raakvlak aan N in P = (X, Yo, Zp):

Fx(P)(X—Xg) + Fy(P) (Y — Yo)
+Fz(P)(z—275) =0

normaleliint.o.v. N in P = (Xg, Yo, 2p):

r(t) = (X, Y, 2) = (Xo, Yo, Zo) +t- VF(Xo, Yo, 2)
of door

X=X _ Y=Y _ =4
FX(XO’ Yo, ZO) Fy(X07 Yo. ZO) FZ(XO7 Yo, ZO)

Opgaven:
v 14.5: 25,29,31 14.6: 23,32,41
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Taylor approximatie:
vanz= f(x,y) rond(a, b)
orde 2: (kwadratische approximatie)
ax,y) = f(a, b
+ fx(@, b)(x—a) + fy(a, b)(y — b)
+3( fxx(@, b) (x—a)?+2 f,y(a, b)(x—a) (y—b)
+ fyy(a, b)(y — b)?)
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14.7 Maxima en minima

Def. Gegevenf : Dc R" - R
p heetglobaal

minimum als: f(p) < f(x), VxeD

maximumals: f(p) > f(x), VxeD

p heetlokaal minimum/maximum als
er een “omgevingB,(p) = {x € R" |
IX— p| < p}, (p > 0) van p bestaat met:

f(p) < f(X)
f(p) > f(X

minima of maxima heeten extrema.

VXxe DN By(p)

2 Th. (noodzakelijke conditie) Gegeven

f:R" > R, f(X), X=(Xq, .., Xp) diff.baar.
Als p een lokaal min/max is dan:
f
s (P) =0
Vi(p)=0 of :
f
S (P) =0
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voldoende condities:
geval f : R2 > R, f(x,y), p= (a,b).

Hesslaan:

L fxx(X, ¥) fxy(X, y)
H(X,y) := det ( fyx(X, y) fyy(X, y) )

StelV f(a,b) =0en

H(a, b) > 0, fyx(a,b) > 0 = (a, b) is lok. min.
H(a, b) > 0, fyx(a,b) < 0 = (a, b) is lok. max.
H(a, b) <O, = (a, b) Is zadelpunt.
H(a, b) =0, — “weet niet”
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Globaal (absoluut) extremum
D c R" heetgesloten(closed) als geldt:
XpeD, Xx,—>p = pebDbD

D c R" heetbegrensd(bounded) als er
eenM > 0 bestaat zodat geldt:

IX| <M vxe D
Th. Stelf : Dc R"—= Ris
e cONtinu op D en
e D is begrensd en gesloten

Dan bestaan er een
globaal minimum pg € D en een

globaal maximum p; € DvanfinD
Bepaling van globaal min/max:

1. bepaal de kritieke punteN,f (x) =0
“ binnen D”

2. bepaal extrema opde rand van D’
3. neemmin/max uit 1. en 2.
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14.8 extrema onder nevenvoorwaarden
. min B
P : max f(x) odn. g(x)=Kk
X = (X1, .., Xn), f(X), g(x), diff.baar

Th. Stelp= (py, .., pn) Is een lokaal
min/max vanP; en Vg(p) # 0. Dan is
er een\ € R (Lagrange multiplicator)
Z0 datp, A voldoen aan:

fX]_(X) — )‘gX]_(X)
Vi(x) = AVg(x) of :
fx,(X) = AQ0x,(X)
g(x) =K g(x) = K

(n+1) vergelijkingen in
(n+1) onbekennden = (X1, .., Xn), A
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. min B
P : maxf(x) odn. g(X) =kq

en h(x) =ky
f(X), g(x), h(x) diff.baar

Th. Stelp= (p1,.., pn) Is een lokaal
min/max vanP, en

Va(p), Vh(p) zijn linear onafhankelijk.

Dan zijn er\, p € R (Lagrange multi-

plicatoren) zo datp, A, u voldoen aan:
VE(x) = AVY(x) + pVh(x)

g(x) = kg
h(X) = k2

fx, (X) = AQx;(X) + phy, (X)

of fx,(X) = AQxy(X) + phy,(X)
gx) = ky
h(X) = k2
(n+2) vergelijkingen in
(n+2) onbekennden = (X1, .., Xn), A, W
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